
Moät soá ñoái töôïng phi tuyeán 
 
Thí duï 1: Moâ hình toaùn boàn chöùa chaát loûng (Single Tank) 
 
 
 
 
  
 
 A: tieát dieän ngang boàn chöùa 
 a: tieát dieän van xaû 
 k: heä soá tæ leä vôùi coâng suaát maùy bôm 
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Thí duï 2: Heä boàn noái tieáp (Cascade Tank)  
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Thí duï 3: Heä boàn lieân keát (Coupled Tank)  
 
 
 
 
 
 

 Moâ hình toaùn: 
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Thí duï 4: Heää con laéc ngöôïc 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chuù thích: 
 M : troïng löôïng xe [Kg] m : troïng löôïng con laéc [Kg] 
 l : chieàu daøi con laéc [m] u : löïc taùc ñoäng vaøo xe [N] 
 g : gia toác troïng tröôøng [m/s2] x : vò trí xe [m] 
 θ : goùc giöõa con laéc vaø phöông thaúng ñöùng [rad] 
 
Caùch 1: Duøng ñònh luaät Newton 
 Goïi (xP, yP) laø toïa ñoä cuûa vaät naëng m ôû ñaàu con laéc, ta coù: 
    θsinlxxP +=  (1) 
    θcoslyP =  (2) 
 AÙp duïng ñònh luaät II Newton cho chuyeån ñoäng theo phöông x, ta 
coù: 
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 Thay xG ôû bieåu thöùc (1) vaøo bieåu thöùc (3) suy ra: 
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 Khai trieån caùc ñaïo haøm ôû bieåu thöùc (4) vaø ruùt goïn ta ñöôïc: 
   FmlmlxmM =+−+ θθθθ ����� )(cos)(sin)( 2  (5) 
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 Maët khaùc, aùp duïng ñònh luaät II Newton cho chuyeån ñoäng quay 
cuûa con laéc quanh truïc ta ñöôïc: 
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 Thay (1) vaø (2) vaøo (6) suy ra: 
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 Khai trieån caùc ñaïo haøm ôû bieåu thöùc (7) vaø ruùt goïn ta ñöôïc: 
     θθθ sincos mgmlxm =+ ����  (8) 
 Töø (5) vaø (8), ta coù theå deã daøng tính ñöôïc: 
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Caùch 2: Duøng coâng thöùc Euler–Lagrange: 
 Goïi (xP, yP) laø toïa ñoä cuûa vaät naëng m ôû ñaàu con laéc, ta coù: 
    θsinlxxP +=  (1) 
    θcoslyP =  (2) 
 
 Ñoäng naêng cuûa vaät naëng ñaàu con laéc: 
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 Ñoäng naêng cuûa xe: 
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 Ñoäng naêng cuûa heä thoáng: 
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 Theá naêng cuûa heä thoáng = theá naêng vaät naëng ñaàu con laéc: 
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 Phöông trình Euler – Lagrange: 
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 Thay (4) vaøo (3): 
  ( ) FmlmlxmM =−++ 2)(sin)(cos θθθθ �����  
  0sincos =−+ θθθ mgmlxm ����  
  Suy ra: 

  
2

2

)(cos

sincos)(sin

θ
θθθθ

mmM
mgmlFx

−+
−+

=
�

��   

  
lmMml

mlgmMF
)()(cos

)sin(cos)(sin)(cos
2 +−

++−
=

θ
θθθθθθ
���   

 
Thí duï 5: Moâ hình toaùn heä con laéc ngöôïc truyeàn ñoäng duøng ñoäng cô 
DC, xeùt aûnh höôûng cuûa ma saùt: 
 
 
 
 
 
 
 
 
* Ñaëc tính ñoäng cuûa heä xe – con laéc coù xeùt ñeán aûnh höôûng cuûa ma 
saùt: 
 Töông töï nhö thí duï 4, tuy nhieân löïc taùc ñoäng phaûi keå theâm löïc 
ma saùt: 



 CfFmlmlxmM −=+−+ θθθθ ����� )(cos)(sin)( 2  (1) 
 Pfmgmlxm −=−+ θθθ sincos ����  (2) 
trong ñoù: Cf  löïc ma saùt taùc ñoäng leân xe 
  Pf  löïc ma saùt taùc ñoäng leân con laéc 
 
* Ñaëc tính ma saùt: 
 Giaû thieát coù caû ma saùt tónh vaø ma saùt nhôùt taùc ñoäng laøm caûn trôû 
chuyeån ñoäng cuûa xe vaø con laéc. Caùc löïc ma saùt naøy coù theå moâ taû 
baèng caùc phöông trình sau: 
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trong ñoù xA , xB , xC , θA , θB , 0>θC . 
 
 
 
 
 
 
 
* Ñaëc tính ñoäng cô: 
  baaaaa EIRVIL −−=�  (5) 
  ωbb KE =  
  ωω mlmm BTTJ −−=�  (6) 
  agim IKKT =  
  FrTl =  
  rxKg /�=ω  

 aL : ñieän caûm phaàn öùng aR : ñieän trôû phaàn öùng 
 aI : doøng ñieän phaàn öùng aV : ñieän aùp phaàn öùng 
 mT : moment ñoäng cô lT : moment taûi 
 ω : toác ñoä quay ñoäng cô r : baùn kính pu-li 



 mJ : moment quaùn tính ñoäng cô mB : heä soá ma saùt nhôùt 
 iK : heä soá moment iK : heä soá moment  
 gK : heä soá giaûm toác bE : söùc phaûn ñieän 

 F : löïc taùc ñoäng vaøo xe 
  
 Ñaëc tính ñoäng cô coù theå bieåu dieãn theo aI , x vaø F nhö sau: 
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 Do ñoù moâ hình toaùn hoïc cuûa heä xe con laéc vôùi tín hieäu vaøo laø ñieän 
aùp caáp cho ñoäng cô nhö sau: 
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